Capitulo 8

Memorias Asociativas
Morfolégicas

8.1. Contexto.

Los trabajos de Hopficld causaron excitacion en ¢l mundo de las memo-
rias asociativas y las redes ncuronales. de modo tal que muchos de los cientf-
ficos que habian estado al margen. gracias a Hopficld sc intcresaron cn cstos
temas y sc generd una actividad importante. En la scgunda mitad de la
década dc los ochenta del siglo XX aparccicron investigadores que tomaron
los modclos clésicos, los modificaron o extendicron y dicron lugar a nucvos
tipos de memorias asociativas. cuya importancia radica ¢n que son consc-
cuencia del trabajo de los grandes hombres involucrados cn la concepcion y
desarrollo de los modclos hasta ahora descritos en csta obra.

Entre la miriada de aportacioncs ¢ innovacioncs cn cl campo dc las
memorias asociativas, después del espectacular éxito de la memoria Hop-
ficd de 1982. no sucedié nada rcalmente trascendente hasta 1998, cuando
aparccicron las memorias asociativas morfolégicas.

La diferencia fundamental centre cstas memorias y las memorias aso-
ciativas clasicas como cl Lincar Associator y la Mcmoria Hopficld, cs que
micntras ¢stas basan su operacién cn la suma y multiplicacién usuales, las
mcemorias morfolégicas se basan cn las operaciones morfolégicas de dilatacién
¥ crosion. En otras palabras, micntras que las memorias asociativas cldsicas
cchan mano de la suma de productos, las memorias asociativas morfoldgicas
hacen uso de maximos o miimos de sumas.
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8.2. Memorias Morfolégicas Heteroasociativas.

Los modclos de memorias asociativas hasta aqui presentados en este libro

funcionan con basc cn las operaciones usuales de suma v multiplicacion. A
cste tipo de memorias asociativas. representadas principalmente por el Lin-
car Associator y la memoria Hopficld, sc les llama clasicas para contrastar
su funcionamicnto con las memorias asoctativas mor fologicas.

La diferencia fundamental entre las memorias asociativas cldsicas y las
morfolégicas, radica cn quc los fundamentos operacionales de las memorius
asociativas mor foldgicas, s¢ cncucntran cn Ins opcracioncs morfoldgicas
de dilatacién y crosién. Estas memorias rompicron cl esquema utilizado a
través de los afios cn los modclos de memnorias asociativas cldsicas, que uti-
lizan opcraciones convencionales entre vectores y matrices para la fasc de
aprendizaje, y suma de productos para recupcrar patrones.

Las mcinorias asociativas morfolégicas, por otro lado. usan mazximos o

minimos de sumas para la fase de aprendizaje, v mazimos o m inimos de
sumas para la fase de recuperacion (Ritter. Sussner & Diaz-de-Leon, 1998;

Ritter, Diaz-de-Leon & Sussner, 1999).

La informaciéon quc¢ s¢ exponc a continuacion constituye un resumen
ilustrativo del disciio, operacién y caracteristicas de las memorias asociativas
morfolégicas y estd tomada libremente del contenido de estas dos referencias
(las cuales conticnen. cn total, 17 tcorcmas y cuatro corolarios) vy de (Diaz-

de-Leon & Ydicz, 1999).

Hay dos tipos de memorias asociativas morfoldgicas: las memorias max,
simbolizadas con M. y las memorias min, las cuales se simbolizan con W:
cn cada uno de los dos tipos. las memorias pucden funcionar cn ambos
modos hetcroasociativo v autoasociativo. Nétese, de entrada, csta ventaja

que poscen las memorias asociativas morfolégicas respecto dc la mecmoria
Hopficld. la cual se disefié para funcionar s6lo como memoria autoasociativa.

El conjunto fundamental serd {(x*,y") | p = 1,2,....p} con

M 1
T ‘ll '!}‘l
Zy uh
Xt = - €eA" y y'= ,)Jg € A™
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Antes de iniciar, ¢s ncccs'.?no definir dos nuevas operaciones entre matri-
ces cn terminos de las operaciones +, V y A, con cl fin de poder expresar las
fases de aprendizaje y recuperacion de las memorias asociativas morfolégi-
cas.

Sca [ una matriz [dij]mxp y H una matriz [h.'j]pxn cuyos términos son
pimeros cnteros.

El producto mazimo de D y H. denotado por C = Dy H, da como
resultado una matriz C' = (cij),,x » Y sc define de la siguiente mancra:

p
ci; = \[ (dix + ) (8.1)
k=1

Existen dos casos particulares de suma importancia cn la aplicacién del
producto mazimo.

El primer caso cs cuando D c¢s una matriz de dimensiones m xn y H cs
un vector columna de dimension n. Al aplicar la expresion 8.1 para calcular
el producto maximo C' = D 7 H cuando D cs una matriz [dij,,, v H cs
un vector columna de dimension n [4;],, sc obticne un vector columna C de
dimensién m. cuya i-ésima componcente cs:

n

ci = \/ (dij + 1) (8.2)

i=1

El scgundo caso cs cuando sc rcaliza ¢l producto mazimo cntre un vee-
tor columna de dimensién m por un vector fila de dimensién n; cn ambos
vectores se cumple que p = 1.

Al aplicar la expresién 8.1 para caleular C = D7 H sicndo D un vector
columna de dimensién m y H un vector fila de dimensién n, sc obtiene una
matriz C = [c;5],,,p

1
Cij = V (dir + ki) = (dir + Iuj)
k=1
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expresién cn la que se puede climinar ¢l subfndice 1, para quedar final-
mentc que la componente ¢;; de la matriz [¢;5] ., aue resulta del producto
mdaximo cntre un vector columma D de dimensiéon m por un vector fila H

de dimension n cs:

cij = (d; + h;) (8.3)

Similarmente, ¢l producto minimo C = D A H sc dcfine asti:

p
Cij == /\ (dih + hkj) (84)
k=1

Al aplicar la cxpresion 8.4 para calcular cl producto minimo C = DA H
cuando D es una matriz [d;;], v H cs un vector columna de dimension n
[li],, se obticne un vector columna C de dimensién m, cuya i-ésima compo-

nente cs:
n
¢ = /\ (d.,'j + hj) (85)
j=1

Y la componente ¢;; del producto minimo entre un vector columna D
de dimensién m por un vector fila H de dimensién n cs:

1
Cij = /\ (dik + haj) = (dir + hyy) = (di + h;) (8-6)
k=1

Las cxpresiones antcriores contienen a los operadores médximo \/ y min-
imo A, los cuales estdn itimamente ligados con los conceptos de las dos
opcraciones basicas de la morfologia matemdtica: dilatacion y erosion, re-
spectivamente (Serra. 1992: Haralick, Sternberg. & Zhuang, 1987; Ritter,
Sussner & Diaz-de-Leon, 1998): de ahi ¢l nombre de memorias asociativas
mor foligicas.
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8.2.1. Memorias heteroasociativas max

Las memorias morfolégicas heteroasociativas max utilizan el producto
minimo para ambas fases: aprendizaje y recuperacién de patrones. Ademsés,
en la fase de aprendizaje juega un papel relevante el operador mdzimo; de

ahf el nombre de memorias max.

La fase de aprendizaje consiste de dos etapas:

1. Aplicando la expresién 8.6, para cada una de las p asociaciones (x¥,y#)
se encuentra la matriz y* A (—x*)' de dimensiones m x n, donde

(—X.“)‘ = (""Il]" "'mg: sesy —lﬁ):

y;ls
y* A (—xH)t = yé A (-, —ob, ..., —ah)
Ym
([ W+ (==t g2 e B+ )
vz + (==1)] ¥s +(=75) vz + (==)]
P - [ (-] e+ ()
\ [y’r;+.(—m’1‘)l [y:;+(—x§-‘)] oy 4 (=2m)]
T e T e
(7 I R RN T N
et P R R
foah ok e ot e ddh )
\vh-al vh-of - Un-T 14
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2. Se aplica el operador mdzimo \/ a las p matrices para obtener la
memoria M.

M= \/ [v* A (—x*)] = [mij],xn (8.8)

p=1

de manera que la tj-ésima componente de la memoria M se expresa asf:

mis =/ (4 ) (89)

p=1

La fase de recuperacion consiste en realizar el producto minimo A de
la memoria M con un patrén de entrada x“, donde w € {1,2,...,p}, para
obtener un vector columna y de dimensién m:

y=MAx* . (8.10)
De acuerdo con la expresién 8.5, la i-ésima componente del vector y es:

n

Vi = /\ (my; + ) (8.11)

Ejemplo.-

Este ejemplo es meramente ilustrativo de los tipos de operaciones que
se llevan a cabo en la generacién y operacién de las memorias asociativas
morfolégicas max; no se intenta mostrar, de ningin modo, sus bondades y
ventajas, las cuales se trataran detalladamente en un Informe Técnico de
esta misma serie Verde, cuyo tftulo es: ” Memorias Asociativas: Clésicas vs.

Morfolégicas”.

Se usardn tres parejas de patronescon p=3,n=5y m=3.
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Para llevar a cabo el primer paso de la fase de aprendizaje, se encuentra
la matriz y# A (—x*)' de dimensiones 3 x 5 para cada una de las parejas del
conjunto fundamental (expresién 8.7).

, 1-1 1-0 1-1 1-0 1-1 01 0
y'A(x!)' =| 0-1 0-0 0-1 0-0 0-1 |=( -1 0 -1
0-0 0-0

0-1 0-1

0-0 0-1 -1 -1 0 0 -1
1-0 1-1 | = 0 0 1 0
0-0

(== I =N
|
e

p—t

0-1 0-1 0-1 -1 -1 00 -1

, (0-10-00-10-10-0 -1 0 -1 -10
a3 '=|0-1 0-00-10-10-0]=|-10-1-10
] =

, [0-10-10-0
y2A(x?)' =] 1-1 1-1 1-0
0-0

o OO

1-1 1-11-11-0 01 0 01

El segundo paso de la fase de aprendizaje consiste en aplicar el operador
méximo a las tres matrices (expresion 8.3).

01010 -1 -1 00 -1
M={-10-10-1]y[0 011 0
-10 -10 -1 -1 -1 0 0 -1

-10-1-10
V(—l 0 -1 -1 0

0 1.0 0 1

OV (=1)V(-1) 1v(-1)v0 0vOov(-1) 1vOov(-1) O0v(-1)VvO
=((~1)v0v(—1) ovovo (-1)viv(-1) oviv(=1) (-1)vOvoO

(-1)v(-1)v0 ov(-1)vl (-1)vOovoO ovovo (-1)v(-1)v

La memoria M queda asf:
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01010
M=[{00110
01001

Para la fase de recuperacién de patrones, se realiza el producto mfnimo
entre la memoria M y cada uno de los tres patrones de entrada del conjunto

fundamental (expresiones 8.10 y 8.11).

010
110])]A
0 01

O+1)A1+0)A(0+1)A(1+0)A(0+1) 1
= ( O0+1)A0+0)A(1+1)A(1+0)A(0+1) ) = ( 0 ) =y!
(O+1)AQ+0)A0+1)A(0+0)A(1+1) 0

/\5:1 (ma; +21-)
= ( /\'_.:1(777J2j+$; )

Nj=1 (ma,' + 1,;)

oo
O

y=MAx!= (

O O

AS_ (myj + 23)
g 3
= A3_p(moj + :55)
0 Ni=1 (m3; + 55_7‘)

—O QO e

01010
y=MAx*=[00110|A
1001

(O+1D)AO+1)A(Q+0)A(1+0)A(0+1) 1
(O+1)AQ+1)A(0+0)A(0+0)A(1+1) 0

1010
0110])A
1 001

( O+1DAA+0)A0+1)A(1+1)A(0+0) ) ( 0 )

( O+DAQ+1)A0+0)A(1+0)A(0+1) ) (0) 2

3

A, (maj + z3)
= ( A-=1(m2j+.z'?? )

O oo

y=MAx3=(

(= =

(0+1)A(0+0)A(1+1)A(1+1)A(0+0) 0 | =y
(0+1)A(1+0)A(0+1)A(0+1)A(1+0) 1

Como se menciona en las referencias, la pregunta obvia a plantear es:
icudles son las condiciones necesarias y suficientes para asegurar respuesta
perfecta en una memoria morfolégica mnax?. Para ser m4ds especfficos, ;jpara
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qué parcs de vectores {(x’f’y“) | #=1,2,....p} podrs la memoria asociati-
va descrita por las expresiones 8.7, 8.8, 8.9, 8.10 y 8.11 proporcionar una
salida perfecta?. La respucsta a esta interrogante se da en el tecorema 1 y su
correspondicnte corolario 1.1 de (Ritter, Diaz-de-Leon & Sussncr, 1999):

Teorema 1: MA X" =y* para todo w = 1....,p si y s6lo si para cada
indice de fila 7 = 1,....m cxisten indices de columna J§ € {1,....n} talcs que
mije = i = I-J“‘J'.’" para todow =1,.... p.

Corolario 1.1: M A x* = y* para todow = 1,..., psi y sélo si para cada

indicc de fila i = 1....my cada 5 € {1....,p} cxisten indices de columna
i€ {1,....n} tales que

Con cstos dos resultados sc garantizan las condiciones formales para
la recupceracién perfecta cn ¢l caso de patrones del conjunto fundamental.
En la figura 1 sc presenta la respucsta perfecta de una memoria morfoldgica
heteroasociativa max al presentdrscle como entradas los patrones superiores.
cn donde cl conjunto fundamental tenfa como salidas los patrones inferiores.

O b e d¥ ¥
bbb b
ABEDXR

Figura 1
Es importante hacer notar la considerable mcjora en la capacidad de
almaccnamicnto de las memorias morfolégicas heteroasociativas max con
respecto a las memorias clisicas, asi como ¢l hecho de que la memoria mor-

folégica no requiere convergencia; es decir. es capaz de responder cn forma
Perfecta en un solo paso.

La segunda pregunta de interés con respecto al desempeno de una memo-
ra asociativa cs: jqué cantidad. y qué tipo de ruido sc pucde permitir como
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distorsion para los patroncs dec entrada sin sacrificar la respuesta (salid
pf:rfcctax'?. Para cl caso de las memorias clasicas, es un hecho que aup c.(il)
distorsién cn la entrada, no cs plausible csperar una respuesta perfecta, P;u.l.l
las n?cmorias morfoldgicas hetcroasociativas max. en cambio, cs pcrmisiblz
la existencia de ruidos sin perder la propiedad de respucsta perfecta. La for.
ma del ruido permisible esta dada por cl tecorcma 5 de la misma referenciy
(Ritter. Diaz-de-Leon & Sussncr, 1999):

Teorema 5: Paray = 1.....psca X una versién distorsionada del patrey
x?. Entonces M A XY =y” si y solo si sec cumple que:

m
D2l A\ | A\l -u+ail| Vi=1l..n
i=1 \s#7

y para cada fndice renglén i € {1,...,m} existe un fndice columna j;
{1,...,n} tal que:

7= A [ A 7 - v +55)

£¥1

La figura 2 ilustra la rccuperacién perfecta de patroncs altcrados con
20% de ruido aditivo, por una mcmoria morfolégica hetcroasociativa maz.
Como cs posible apreciar, cstas memorias son bastante robustas al ruido

2 &

!

A B

3.t
Figura 2

.
.
.

7

.
¥
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8.2.2. Memorias heteroasociativas min

Las memorias morfolégicas heteroasociativas min utilizan el producto
mézimo para ambas fases: aprendizaje y recuperacion de patrones. Ademis,

en la fase de aprendizaje juega un papel relevante el operador minimo; de
ahf el nombre de memorias min.

La fase de aprendizaje consiste de dos etapas:

1. Aplicando la expresién 8.3, para cada una de las p asociaciones (x*, y*)
se encuentra la matriz y* ¢ (—x“‘)t de dimensiones m x n, donde
(—x")‘ = (—:Hl‘r _3’2‘1 eeey _r:‘l):
ﬁ
y* 7 (—x#)' = 2 v (-2, -2k, ..., —zh)
. |
(W + (==t e+ (2] o W)
[y + (== L!fz‘ +(-=5)] [v2 + (—zh)]
o : B :
PO = pppeat)l o ] o b
\ W+ ()] [+ (=] - W+ (-am)
-z -1 " -z ¥ —n
(2 e Bl e - -
Yy (<) = y:‘i,y; yfizg : y{‘— A o — o
; » __ ) _ . m-—::ﬁ
\dhoat shost o dho o )
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2. Se aplica el operador minimo A a las p matrices para obtener la memo-
ria W.

p
W= A [v* v (—x*)'] = [wis]nxn (8.13)

p=1

de manera que la ij-ésima componente de la memoria W se expresa asf:

La fase de recuperacién consiste en realizar el producto médximo 7
de la memoria W con un patrén de entrada x¥, donde w € {1, 2, ..., p}, para
obtener un vector columna y de dimensién m:

y=Wyx¥ | (8.15)
La i-ésiina componente del vector y, deacuerdo con la expresién 8.2 es:

vi = \/ (wis +2) (8.16)

J=1

La referencia (Ritter, Diaz-de-Leon & Sussner, 1999) también propor-
ciona respuestas a las dos preguntas:

- jcudles son las condiciones necesarias y suficientes para asegurar re-
spucsta perfecta en una memoria morfolégica heteroasociativa min?

+ ;para qué pares de vectores {(x*,y*) | u = 1,2, ..., p} podré la memoria
asociativa descrita por las expresiones 8.12, 8.13, 8.14, 8.15 y 8.16 propor-
cionar una salida perfecta?

Las respuestas se encuentran en el teorema 2 y su correspondiente coro-
lario 2.1:
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- : Wy x“=y* p: o )
TCOI'CTDa’z WiK= para todo w = 1,....p si y s6lo si para cada
andice de fila i = 1,...,m existen indices de columna j¢ ¢ {1
1 1 .

i .1} tales
— L% para todow =1,....p. } tales que

wizy = W

. . -
Corolario 2.1: W 7 x“= y“ para todow = 1, -+, P 81 ¥ s0lo si para cada

indicc de fila i =1....mycaday € {l...,p} existen indices de columna
gL € {1, ....n} tales que
!

Las memorias morfolégicas heteroasociativas min muestran experimen-
talmente un comportamicnto similar al de las memorias morfoldgicas het-
croasociativas max, cuando sc dischan y sc operan en conjuntos fundamen-
tales sin ruido; los experimentos son andlogos al mostrado en la figura 1.
con patroncs del mismo tipo y tamano.

Sin embargo, las memorias morfolégicas heteroasociativas min responden
al ruido de una mancra totalmente diferente a como lo hacen las memorias
morfolégicas hctcroasociativas max, como sc desprende del tcorema 6 de
(Ritter, Diaz-de-Leon & Sussner, 1999), cl cual cs la respucsta a la interro-
gante ¢qué cantidad. y qué tipo dc ruido se pucde permitir como distorsién
para los patrones de entrada en una memoria asociativa morfoldgica W sin
sacrificar la respucsta perfecta?.

Teorema 6: Paraq = 1....,p sca X¥ una version distorsionada del patrén
x7. Entonces W 7 X¥ = y” si y s6lo si se cumple que:

m
B <alvA LV o+l ) Vi=1on

i=1 \s=#vy

y para cada indice renglén 2 € {1, ....m} cxiste un indice columna j; €
{1...,n} tal que:

e
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La contraparte dc la figura 2 cs la figura 3. donde sc ilustra la respy
ta de las memorias asociativas morfolégicas W ante patrones de Cmr-le:.
altcrados con 20% dc ruido sustractivo. A diferencia de las meinorias ;;:d
ciativas morfolGgicas tipo M, las memorias asociativas morfolégicas miy, g(f:
robustas a ruido sustractivo: en cso difieren principalmente. o

0o oo ¥
[ re

L ¥ r

| ! l |

A B D X

Figura 3

Similarmentc a como lo hacen las memorias asociativas morfolégicas tipo
M. las memorias asociativas morfoldgicas tipo W son capacces de respon-
der cn forma perfecta cn un solo paso, lo cual significa que no requiere
convergencid.

8.3. Memorias Morfolégicas Autoasociativas.

Hay dos tipos dec memorias asociativas morfoldgicas: las memorias max.
simbolizadas con M. y las memorias min. las cuales sc simbolizan con W;
en cada uno de los dos tipos, las memorias pucden funcionar en ambos
modos licteroasociativo y autoasociativo. Notese, de entrada, csta ventaja
que poscen las memorias asociativas morfol6gicas respecto de la memoria
Hopficld, la cual se disciié para funcionar sélo como mcmoria autoasociativa.

El conjunto fundamental serd {(x*,y*) | p =1.2....,p} con

J4 gt

:LI f}l
,l
x Y
2 (7}
xt=| " |leAr yy'=| T |eaA™
1 ]
I:’l. yin

Las expresionces anteriores son iitiles para ambos modos dc operacion de
las memorias morfolégicas: heteroasociativo y autoasociativo. Dado que b
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cste MEMCro s¢ describirdn las memorias morfolodgicas autoasociativas cl
conjunto fundamental estard constituido por parcjas de patrones de entrada
y salida idénticos: ¢l conjunto fundamental scr4 {x",x") | p=1,2,..,p}
) 02,

con

xt = ) c A"

Las cxpresiones 8.1. 8.2, 8.3, 8.4. 8.5 v 8.6 sc adaptarin considerando
csta particularidad de las memorias autoasociativas, al igual como se hizo
con la memoria asociativa Hopficld la cual. por su propia naturaleza. ticne
la fucrte restriceion de que sdlo actia en modo autoasociativo.

8.3.1. Memorias autoasociativas max

Las memorias morfoldgicas autoasociativas max utilizan el producto minimo
para ambas fascs: aprendizaje ¥ recuperacion de patrones. Ademds, en la
fasc de aprendizaje jucga un papel relevante cl operador mdzimo: de ahi cl
pombre dec memorias max.

La fase de aprendizaje consiste de dos ctapas:

. . . {1 . L 1]
1. Aplicando la cxpresién 8.6, para cada una de las p asociaciones (x"*,x")
sc cncuentra la matriz x* A (—x*)" de dimensiones n X n. donde
{ t [} 5 "
(_x“) p— (——J,Jl. —.'LJ?..--.,_ n).

) A (-x)t = | 7| A(=al, - —2h)
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XM A(=x")t =

([.r + (—af)
[ + (—2) )]

’:r."l' + (—'-LJJ')
fxg + (—'T_’:)J

.l:f + (—-2:_',-')

[} + (==

U oy (—xh)] :,.+( aJ‘) [zh +( —a)|
I R o e
zh — ) 0 oo Th— T -z}
Xﬂ A (-—x")t = J"f' '._ J,Jl, 1‘“ _:- 12‘ v O - x:l’ — Iﬂ
p_ {:;,_.;P e bl e 0o )
\ - k- ’ (8.17)

2. Sc aplica cl opcrador maximno \ a las p matrices para obtcner la

memoria M.

/ A (—x") —[m] (8.18)
M= V X ( X inxn

n=1

de mancra que la ij-¢ésima componentc de la mcmoria M sc expresa asl:

(8.19)

mi; = V (J:" ')

n=l1

La fase de Tecuperacién consiste en realizar ¢l producto minimo A de
la memoria M con un patrén de entrada x¥, donde w € {1.2,. , P}, para
obtener un vector columna x de dimension n:
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x=MAx* (8.20)

.

De acucrdo con la expresion 8.5, la #-ésima componente del vector x es:

n

vi= M\ (i +25) (8.21)
ij=1

En la descripeioén de las memorias morfol6gicas heteroasociativas (mimero
anterior de csta colcecién) se planted una pregunta jcudles son las condi-
cioncs neeesarias y suficicntes para ascgurar respucsta perfecta en una memo-
ria morfolégica max?. Para ser més cspecificos. jpara qué pares de vectores
{(x".y") | u=1.2, ...,P} podrd una memoria morfolégica heteroasociativa
proporcionar una salida perfecta?. Como se menciond, la respucsta a csta
interrogante sc da cn cl tcorema 1 de (Ritter. Diaz-de-Leon & Sussner. 1999):

Tecorema 1: M A x* = y* para todo w = 1,...,p si v s6lo si para cada
indice de fila i = 1,...,m cxisten indices de columna j§ € {1....,n} tales que
mije =Y — :1"31..- para todo w = 1....,p.

Al obscrvar la matriz 8.17 dc la fasc de aprendizaje para las memorias
morfolégicas autoasociativas, vemos que los clementos de la diagonal prin-
. cipal son ceros, cs decir, para cada fndice de columna 4 cexiste el indice de

fila ¢ para cl cual my; =ua; —z; =0

Lo anterior garantiza que para las memorias morfoldgicas autoasociativas
sicmpre se¢ cumplen las condiciones del teorema, por lo que cstas memorias
poscen una fascinante propiedad adicional respecto de las heteroasociativas:
ticnen capacidad mdxima de aprendizaje (cuando sc permite que los valores
de los patronces scan nimeros reales, la capacidad cs infinita), scgiin mucestra
el tcorema 4a de (Ritter. Sussner & Diaz-de-Leon, 1998):

Tecorema 4a: M A x* = x¥ para todow = 1....,p.

Los autores usaron un conjunto fundamental formado por los doce pa-
trones de la figura 1 para crear una memoria Hopficld y una memoria mor-
folégica max autoasociativa; ésta iiltima recuperé en forma perfecta todos
los patroncs del conjunto fundamental.
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Figura 8.1: Figura 2

0 bedx:¢f¥
ABEDXR

Figura 1

Por otro lado. cuando sc lc presenté cualquicra de los patrones de entrada
del conjunto fundamental a memoria Hopficld, ésta arrojé como salida cl

patrén de la figura 2:

Como succede con las memorias morfolégicas heteroasociativas max, €S
importante hacer notar la considerable mcjora en la capacidad de alimace-
namiento de las memorias morfoldgicas autoasociativas max con respecto a
las memorias cldsicas. asf como cl hecho de que la memoria morfolégica no
requiere convergencia; s decir, cs capaz de responder en forma perfecta en
un solo paso.

8.3.2. Memorias autoasociativas min

Las memorias morfolégicas autoasociativas min utilizan ¢l producto rna—
xemo para ambas fascs: aprendizaje y rceuperacién de patroncs. Ademas,
cn la fasc de aprendizaje jucga un papel relevante ol operador minimno: de
ahi ¢l nombre de memorias min.

La fase de aprendizaje consiste de dos ctapas:
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1.

Aplicando la expresién 8.3, para cada una de las p asociaciones (xH, x")
se encuentra la matriz x* 7 (—x*)" de dimensiones n x n, donde

()t = (=t~ —h):

2
zh
g () =| 7 | vt - —at)
Th
([ + () o+ ()] Lok ()
R R R R R D)
m _Ft= . E : ) .
VO e o ] o B e
\ BA+ (e [ (a)] e R+ (-a)
AR T AR AR S A
F-f 0 o s o of-ah
VO o g 0 e
\ -t oh-oh - - 0
(8.22)

Se aplica el operador minimo /\ a las p matrices para obtener 1a memo-
ria W.

4
W= A [ v ()] = [ijlaxn (8.23)
p=1

de manera que la ij-ésima componente de la memoria W se expresa asf:
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wy = A (=t - %) (8.24)

La fase de recuperacion consiste en realizar el producto méximo 7 de
la memoria W con un patrén de entrada x“, donde w € {1,2,...,p}, para
obtener un vector columna x de dimensién n:

x=Wy x¥ (8.25)

De acuerdo con la expresién 8.2, la i-ésima componente del vector x es:

zi = [\ (wij +z%) (8.26)

i=1

Similarmente a como lo hacen las memorias asociativas morfolégicas tipo
M, las memorias asociativas morfol6gicas tipo W son capaces de respon-
der en forma perfecta en un solo paso, lo cual significa que no requiere

convergencia.

Estas memorias poseen una fascinante propiedad adicional respecto de
las heteroasociativas: tienen capacidad mdxima de aprendizaje (cuando se
permite que los valores de los patrones sean mimeros reales, la capacidad es
infinita), seguin muestra el teorema 4b de (Ritter, Sussner & Diaz-de-Leon,

1998):
Teorema 4b: W 7 x*¥ = x“ para todow =1,...,p.

El comportamiento de las memorias autoasociativas morfolégicas tipo w
es igual al ilustrado en las figuras 1 y 2 para las memorias autoasociativas
tipo M; se us6é el mismo conjunto fundamental de la figura 1 para crear
y operar una memoria autoasociativa min, la cual respondi6 de manera
perfecta al conjunto de entrada completo.
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8.4. Consideraciones finales del capitulo.

Los problemas abicrtos rclacionados con las memorias asociativas mor-
folégicas constituycn una rica veta de investigacién, donde los cientificos
mexicanos pucden incursionar. con grandes probabilidades de obtener resul-
tados intcresantes para la comunidad internacional que cultiva cstos temas.

Actualmente los autores de este modclo de memorias asociativas siguen
investigando cn éste y en otros temas. El Dr. Gerhard X Ritter cs investi-
gador dc la University of Florida at Gainesville. micntras que ¢l Dr. Juan
Luis Diaz dc Leén Santiago. coautor de csta obra, es cl Dircctor del Centro
de Investigacién cn Computacién dcl Instituto Politécnico Nacional
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